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Öåëü äîêëàäà � ïîÿñíèòü

I ÷òî òàêîå ðàññëîåíèå

I ÷òî òàêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

I ÷òî ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè

òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé

I ïî÷åìó â HOTT ñëåäóþùèå ñèìâîëû èìåþò îäèíàêîâûé
ñìûñë ∏

(x :A)

B ≡ A→ B,
∑
(x :A)

B ≡ A× B.



Îòîáðàæåíèå

Ïóñòü X ,Y �äâà ìíîæåñòâà.
Îòîáðàæåíèå (èëè ôóíêöèÿ) f : X → Y ýòî ¾ïðàâèëî¿,
ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç Y , îáîçíà÷àåìûé f (x).



Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèÿ (ôóíêöèè) ìîæíî ìûñëèòü êàê ñïåöèàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé � ãðàôèêè.

f : R→ R g : R→ R
f (x) = x2 g(x) = sin(x)

Åñëè f : X → Y � îòîáðàæåíèå, òî åãî ãðàôèê ýòî ñëåäóþùåå
ïîäìíîæåñòâî â X × Y :

Γf = {(x , f (x)) | x ∈ X}.



f : R→ R g : R→ R
f (x) = |x | g(x) = −x

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ãðàôèêà: Γf = {(x , f (x)) | x ∈ X}: îí
ïåðåñåêàåò êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà x ×Y â åäèíñòâåííîé òî÷êå.



Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

p : X × Y → X , p(x , y) = x .

Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèÿ íà X .
Òåïåðü èñõîäíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ìîæíî ìûñëèòü êàê
îòîáðàæåíèå ¾îáðàòíîå¿ ê ïðîåêöèè p:

F : X → X × Y , F (x) = (x , f (x)),

â òîì ñìûñëå, ÷òî

p ◦ F (x) = p(x , f (x)) = x

èëè, ÷òî
p ◦ F = idX .



Òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå (trivial �bration)

Ïðîåêöèþ

p : X × Y → X , p(x , y) = x .

òàêæå íàçûâàþò òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä X ñî ñëîåì Y .

слой над
точкой х

тотальное 
пространство
расслоения

база расслоения

отображение
проекции



Öèëèíäð

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : S1 × [0, 1]→ S1 öèëèíäðà â
îêðóæíîñòü:

Ýòî òàêæå òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå



Ëèñò Ì¼áèóñà

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : M → S1 ëèñòà Ì¼áèóñà â
îêðóæíîñòü:

¾Ëîêàëüíî¿ ýòî îòîáðàæåíèå ¾ïîõîæå¿ íà ïðîåêöèþ èç
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1], íî ëèñò Ì¼áèóñà
òîïîëîãè÷åñêè íå èçîìîðôåí öèëèíäðó.





Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
Îòîáðàæåíèå p : X → Y íàçûâàþò
ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì (localy trivial �bration) ñî
ñëîåì F , åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U
òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå

p : p−1(U)→ U

¾óñòðîåíî¿ êàê òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.



Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèé
Ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ (section) ýòî àíàëîã ôóíêöèè.
Ïóñòü p : X → Y � (ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå) ðàññëîåíèå ñî
ñëîåì F . Îòîáðàæåíèå s : Y → X íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì p, åñëè

p ◦ s(y) = y

äëÿ âñåõ y ∈ Y , ò.å.

p ◦ s = idY : Y
s−−−→ X

p−−−→ Y .



Ñå÷åíèå s : Y → X îòîáðàæàåò êàæäóþ òî÷êó x ∈ X â åå ñëîé
p−1(x). Â ÷àñòíîñòè, îáðàç ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò êàæäûé ñëîé â
åäèíñòâåííîé òî÷êå.

ñå÷åíèå íå ñå÷åíèå!



Íå êàæäîå ðàññëîåíèå îáëàäàåò ¾íåïðåðûâíûìè¿ ñå÷åíèÿìè:



Âîçíèêíîâåíèå íîâîé íàóêè, íàïðàâëåíèÿ, èëè
¾ïîäíàïðàâëåíèÿ¿, ÷àñòî ñâÿçàíî ñ æåëàíèåì

ñäåëàòü ¾ïîõîæèå¿ ðàññóæäåíèÿ ¾îäèíàêîâûìè¿,

ò.å. âûðàáîòàòü ÿçûê íà êîòîðîì ¾ïîõîæèå¿ äîêàçàòåëüñòâà
(ðàññóæäåíèÿ) è êîíñòðóêöèè èç ðàçíûõ íàóê îêàæóòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îäíîãî ðàññóæäåíèÿ èëè êîíñòðóêöèè.

Òàê áûëî ñ òåîðèåé ãðóïï, òîïîëîãèåé, òåîðèåé êàòåãîðèé,
òåîðèåé òèïîâ, etc.

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ òèïîâ âîçíèêëà èç æåëàíèÿ îáúåäèíèòü
êàê ìèíèìóì: ëîãèêó, òåîðèþ ìíîæåñòâ, òåîðèþ êàòåãîðèé,
òåîðèþ ãîìîòîïèé è ïðîãðàììèðîâàíèå.



Òåîðèÿ Ëîãèêà Òåîðèÿ Òåîðèÿ

òèïîâ ìíîæåñòâ ãîìîòîïèé

A ïðåäëîæåíèå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâî

a : A äîêàçàòåëüñòâî A ýëåìåíò ìíîæåñòâà òî÷êà

B(x) ïðåäèêàò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ðàññëîåíèå

0, 1 ⊥ (false), > (true) ∅, {∅} ∅, áàçèñíàÿ òî÷êà ∗
A + B A ∨ B A t B íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå A t B

íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå èëè áóêåò A ∨ B

Ïðîèçâåäåíèÿ è ðàññëîåíèÿ

A× B A ∧ B äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå∑
(x :A)

B ∃x :AB ∪x∈AB = A× B îáúåäèíåíèå ñëîåâ∑
(x :A)

B(x) ∃x :AB(x) ∪x∈AB(x) òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

Ôóíêöèè è ñå÷åíèÿ

A→ B A⇒ B ìíîæåñòâî ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé∏
(x :A)

B ∀x :AB ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ A→ A× B∏
(x :A)

B(x) ∀x :AB(x) ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ A→ ∪x∈AB(x)



Òåðìû òèïà
∏

(x :A)

B � ýòî ñïîñîáû êàæäîìó x : A ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå òåðì èç B . Äðóãèìè ñëîâàìè s :
∏

(x :A)

B ýòî

ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ s : A→ A× B . Ýòî òàêæå
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü (ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü) êàê
ôóíêöèþ s : A→ B , [H, Appendix A.1.2]. Ïîýòîìó îáà ñèìâîëà

A→ B :≡
∏
(x :A)

B

îáîçíà÷àþò ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç A â B .



Òåðìû òèïà
∏

(x :A)

B(x) � ýòî ñïîñîá êàæäîìó x : A ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå òåðì èç òèïà B(x), çàâèñÿùåãî îò x . Äðóãèìè
ñëîâàìè s :

∏
(x :A)

B(x) ýòî ñå÷åíèå íåòðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

íàä A ñî ñëîåì B(x) íàä òî÷êîé x .



Òåðìû òèïà
∑
(x :A)

B � ýòî ñïîñîá âûáîðà äëÿ íåêîòîðîãî òåðìà

a : A íåêîòîðîãî òåðìà b : B . Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî âûáîð
òî÷êè (x , b) ∈ A× B . Ïîýòîìó

∑
(x :A)

B ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

(ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A× B ,
[Appendix A.1.3]:

A× B :≡
∑
(x :A)

B



Áîëåå îáùî, òåðìû òèïà
∑
(x :A)

B(x) � ýòî ñïîñîá âûáîðà äëÿ

íåêîòîðîãî òåðìà a : A íåêîòîðîãî òåðìà b : B(a) èç òèïà B(a)
çàâèñÿùåãî îò a. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî âûáîð îäíîé òî÷êè â
ñëîå íàä a : A òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ
B(x)→ A íàä A. Ïîýòîìó

∑
(x :A)

B(x) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

(ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü) êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàññëîåíèÿ B(x)→ A íàä A.
Åñëè ñèìâîë

∑
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáúåäèíåíèå (ñóììà

ìíîæåñòâ), òî ∑
(x :A)

B(x) = ∪a:AB(x)

ýòî îáúåäèíåíèå ñëîåâ ïî âñåì òî÷êàì èç A. Ò.å. îïÿòü òàêè
ýòî òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ B(x).


	
	 
	 
	

	

